
第11章　ベクトル解析

　この章で述べることはベクトル解析に関する数学のことである。

この数学はあまり簡単ではないが、重力場、電磁場、流体などの場

に関する理論においては必須であるので避けて通ることはできな

い。この章で述べる数学は、数学があまり得意でない人にとっては

頭の痛い部分であろうが、なるべくわかりやすく説明したつもりで

ある。この章で書いてあることは純粋に数学のことなのでこの知識

を持っている人はこの章を読む必要はない。

11.1 スカラの勾配

　第10章では空間における物体の速度の変化を空間で微分すること

ができることを示したが、一般に空間における任意のスカラ関数

 の空間による微分を考えることができる。この関数の  x, y, z x, y, z
方向の微分は、偏微分と呼ばれ、  を  と書けば、x, y, z

x , y , z

と書かれる。この量をベクトル形式で書けば、そのベクトルを  とA
して、

(11.1)A x i y j z k gradgradgradgrad

ただし、  はそれぞれ  方向の単位ベクトルi, j, k x, y, z

と書くことができる。  は、gradgradgradgrad

gradgradgradgrad
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と書かれることもある。  はハミルトン演算子とよばれるもので、

これを形式的なベクトル

x i y j z k

と考えると、数式の表現が簡潔になるため、この演算子が用いられ

ることも多い。

　一般に空間の関数  は曲面の方程式になるから、この曲x, y, z 0

面の  方向の傾きである  を計算するためには、基本的には  をx x x, y, z
設定し、どの場所かを特定しなければ具体的な傾きを知ることはで

きない。しかし、  を除いた  という特定の値を設定すれx y y1, z z1

ば、  は  となり、  と見なすことができ、  で微分するこx, y1, z1 x x
とができる。この後に  などの数値を設定しても、その場所の  x x1 x
方向の傾きを求めることができる。  は任意の定数であるから、y1, z1

 を  で偏微分するには、  を定数と見なして計算すればよいx, y, z x y, z
ことになる。このことは  に関しても同様である。y, z
　例えば、  が、

xy2 3zy 2x2z

ならば、それぞれの方向の偏微分は、

x y2 4zx

y 2xy 3z

z 3y 2x2
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として計算することができる。特定の場所のそれぞれの方向の傾き

は後から数値を代入すれば求めることができる。例えば  の場1, 2, 1
所であれば、

x 8, y 7, z 8

である。このときの  は、

8i 7j 8k

であるから、空間におけるこのベクトルの方向と大きさを知ること

ができる。

11.2 間接関数の微分

　関数  において、  が独立変数  に従属しているものとすu f x, y x, y t
る。すなわち、  は独立変数ではなく、独立変数  の関数で、x, y t

 であるとする。このとき、  は、x g t , y h t du
dt

(11.2)du
dt

u
x

dx
dt

u
y

dy
dt

と書くことができる。この定理は合成関数の微分としてよく知られ

ているものである。

　次に、変数  が独立変数  の役割をするような特別な場合についてx t
考える。関数  が独立変数  に直接に従属し、かつ、  の関数u f x, y x x
である変数  にも間接に従属しているものとし、関数関係  がy y g x
あるとする。式(11.2)の  の代わりに  で書けば、dt dx
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(11.3)du
dx

u
x

dx
dx

u
y

dy
dx

u
x

u
y

dy
dx

が成り立つ。同様に、三次元の関数  において、  
v f x, y, z z g x, y

のとき、  は、
v
x

(11.4)
v
x

v
x

x
x

v
z

g x,y
x

v
x

v
z

g x,y
x

が成り立つ。

11.3 重積分

　平面領域  にスカラ点関数が  の密度で物質が分布しているとS x, y

する。この領域  を  個の部分に分割すれば、領域  の全面積は、微S n S

少領域  の和であるから、  の面積は、DxDy S

S Dx1Dy1 Dx2Dy2 ... DxnDyn

と書くことができる。

　領域  内のそれぞれの場所の密度を  などとし、S x1, y1 , x2, y2 ...

全物質量を  とすれば、密度×微少領域の面積＝微少領域の物質量M

であるから、

M x1, y1 Dx1Dy1 x2, y2 Dx2Dy2 ... xn, yn DxnDyn

と書くことができる。分割の個数を上げ、微少領域の面積を小さく

していけば、精確に  を求めることができる。すなわち、M

M limlimlimn x1, y1 Dx1Dy1 x2, y2 Dx2Dy2 ... xn, yn DxnDyn
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である。このような計算はいわゆる積分で、領域  に関して、S

(11.5)M S x, y dxdy S x,y dS

と書かれる。  は微少領域の面積としての一つの変数  としてDxDy DS

考えてきたが、  を別の変数と考えるとこの積分は２変数によDx, Dy

る積分である。このように２変数以上の積分を重積分という。

　次にこの重積分の計算方法について考えよう。平面領域  を  座S x, y

標上に書けば、図11.1(1)のように書くことができる。

 a                               b       x        

y

d
Y

c

S

(x,y)
(x,Y)

ρ

ρ

 a                                b   x

M(Y)

 c                          d     y

 M

M(y)

(1) (2)

(3)

図11.1 重積分の概念

　この領域  を   (一定)として切り取った領域の密度は、  
S y Y x, Y

である。この密度は、  の値によって変化し、そのグラフは図x
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11.1(2)のように書くことができる。この  を  で積分すれば、x, Y x

その量は  の物質量  である。すなわち、y Y M Y

(11.6)M Y a
b x, Y dx

である。  は  から  までの任意の  であるから、  を  と書Y c d y M Y M y

き、そのグラフを書けば、図11.1(3)のように書くことができる。

この  を  で積分すれば、その量は全物質量  である。すなわM y y M

ち、

(11.7)M c
d M y dy

である。式(11.7)に式(11.6)を代入すれば、

M c
d

a
b x, y dxdy

となり、この式は式(11.5)と等しいから、

(11.8)S x, y dxdy c
d

a
b x, y dxdy

と書くことができ、２重積分の計算は単積分を２回繰り返せばよい

ことになる。その際に、  を  で積分するときは、偏微分のときx, y x

と同じように   定数と見なして計算すればよい。y

　このことは空間領域の積分である３重積分にも拡張することがで

きる。例えば、立体領域  に密度  で物質が分布しているとすv x, y, z

る。この  を  (一定)として、  を切り取れば、その切断面は平面v z Z v

領域  であり、その平面領域の密度は  であり、平面領域の密S x, y, Z
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度  であると見なすことができる。それ以降は２重積分の場合x, y

と同様であるから、３重積分は、

(11.9)v x, y, z dxdydz e
f

c
d

a
b x, y, z dxdydz

のように計算することができる。また、  を極少立体領域の体dxdydz

積である一つの変数  であると考えることも２重積分と同様に可能dv

であり、

(11.10)v x, y, z dxdydz v x, y, z dv

と書かれることもある。

11.4 線積分

　物理学では、力の方向とその変位の方向が一致する場合には、

[一定の大きさの力]×[力による変位の距離]という量は仕事という

量として定義されている。すなわち、

(11.11)W F s

ただし、  ;仕事、  ;力、  ;距離W F s

である。この仕事という量は、一般的に使われる仕事という単語の

意味とはまったく異なっており、このような量に対して、仕事とよ

ぶのはあまり適切ではないと思われるが、物理学ではそうよばれて

いる。物理学でいう仕事とは力×距離のことである。このような量

のことを仕事とよぶか、あるいは他の名でよぶかに拘わらず、この

ような量を定義することには意味があるだろう。
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　距離  は幾つかのより小さい距離に分割できるから、微少距離をs

 とし、  個の区間に分割すると、Ds n

　

s Ds1 Ds2 ... Dsn

と書くことができる。これを式(11.11)に代入すれば、

W F Ds1 Ds2 ... Dsn

F Ds1 F Ds2 ... F Dsn

と書くことができる。微少仕事  を  などとかけば、F Ds1 DW1

(11.12)W DW1 DW2 ... DWn

と書くことができ、全体の仕事  は微少な仕事  の和としW DW1, DW2...

て表現することができる。

　力の大きさと方向が一定でなく、力の方向と変位の方向が一致し

ない一般的な場合の仕事の表現はどのようにすればよいのだろう

か。点と見なせる物体の運動は一般に空間上に曲線の軌跡を描く。

この曲線上の各所における接線の方向は、物体の変位の方向に等し

く、この方向の単位ベクトルを  と書くことにし、力は変数としてn

のベクトル  で書くことにする。この曲線上の１点  における力をF P

 、接線方向の単位ベクトルを  とすれば、  と  の内積は、  
Fp np Fp np Fp

の運動方向の成分である。すなわち、

の運動方向成分＝Fp Fp np

である(図11.2)。

-180-



F

n F n.

x

y

 B

A

図11.2 ベクトルの接線方向成分

ベクトル  と同じ方向にとった微少な長さを  とすれば、  の運動n Ds Fp

方向成分と  は同一直線上にあり、  の運動方向成分と  の積Ds Fp Ds

は、  は局所的に一定であると見なせるから、式(11.11)の関係をFp

使うことができる。すなわち、  点における局所的な仕事  は、P DWp

(11.13)DWp Fp npDsp

と書くことができる。

　いま、曲線上の点  から点  までの仕事  を求めたいとする。A B WAB

この区間を  個に分割し、それぞれを式(11.13)の形式で書けば、m

DW1 F1 n1Ds1

DW2 F2 n2Ds2

.

.

DWm Fm nmDsm
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である。近似的に仕事  はこれらの和であり、WAB

WAB DW1 DW2 ... DWm

F1 n1Ds1 F2 n2Ds2 ... Fm nmDsm

と書くことができる。  は階段状に変化するもので、厳DW1, DW2...

密に  を求めるには、  の極限とすればよい。すなわち、WAB m

(11.14)WAB limlimlimm DW1 DW2 ... DWm

limlimlimm F1 n1Ds1 F2 n2Ds2 ... Fm nmDsm

である。このような計算は線積分とよばれ、

(11.15)WAB A
B F nds

と書かれる。この式はまた、

(11.16)WAB A
B F ds

と書かれることもある。今まで、  は力というベクトルで考えてきF

たが、数学的に式(11.16)のような表現は任意のベクトルにおいて

可能である。

　経路が閉曲線  の場合は、c

(11.17)Wc cF ds

のように書かれることもある。

　また、極少なベクトル  は、ds
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ds dxi dyj dzk

と書くことができるから、式(11.16)は、

WAB A
B Fxi Fyj Fzk dxi dyj dzk

(11.18)A
B Fxdx Fydy Fzdz

と書くことができる。  とすれば、式(11.18)A Ax, Ay, Az , B Bx, By, Bz

は、

(11.19)WAB Ax

Bx Fxdx Ay

By Fydy Az

Bz Fzdz

と書くことができ、右辺の各項は普通の定積分であり、各方向の成

分を個別に計算すれば全体の仕事  を求めることができる。このWAB

ことから明らかなように、線積分では、定積分の公式が成り立つ。

　しばしば、仕事という量とエネルギーという量は混同されがちで

あるが、第８章でも指摘したように、仕事という量は物体が動かな

いと常にゼロになるが、力が加えられても物体が動かないことはあ

り、このような場合でもエネルギーは必要なのである。したがっ

て、仕事という量がゼロだからといって、そこに加えられたエネル

ギーはゼロであると結論することはできない。仕事という量は力の

方向によって正にも負にもなるが、仕事という量は、

F F 0

と見なせる場合において成立する量である。物理量には、

|F| | F| 2F
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という量も存在することを忘れてはならない。

11.5 面積分

　平面の面積が  で、方向をこの面に垂直にとった単位法線ベクDS

トル  との積である面積ベクトル  について考える。ベクトn DSn DS

ルの演算にはスカラの積と内積、外積の３種類があるから、このベ

クトルに関して、任意のスカラ関数  との積と、任意の関数ベクト

ル  との内積、外積を考えることができる。すなわち、A

(11.20)DS

A DS

A DS

という量を考えることができる。

　曲面  があるとき、この曲面を微少な曲面  に分割することがでS DS

き、分割の個数を  個とすれば、全体の面積  は、m S

S DS1 DS2 ... DSm

と書くことができる。この右辺の各項に関して、分割の個数が十分

大きければ、個々の微少な曲面は平面と見なすことができるから、

面積ベクトル  を考えることができ、その和は、DS

DSn1 DSn2 ... DSnm DS1 DS2 ... DSm
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である。この和は曲面  の微少面における面積ベクトルの和であるS

が、全体の面積  についての面積ベクトル  であると見なすことはS S

できない。面積ベクトルが定義できるのは平面に限られるからであ

る。この微少面における面積ベクトルの和のベクトルを  とおけS

ば、近似的に、

S DS1 DS2 ... DSm

と書くことができる。分割の個数を上げていけば、近似の精度はい

くらでも上げることができ、  とした極限において、  は精確m S

に  の個々の面積ベクトルの和であると見なすことができる。すなS

わち、

S limlimlimm DS1 DS2 ... DSm

である。この式の右辺に式(11.20)のような量を当てはめると、そ

れぞれの場所の  を

 、ベクトル  を  などと書けば、1, 2 A A1, A2

limlimlimm 1DS1 2DS2 ... mDSm

limlimlimm A1 DS1 A2 DS2 ... Am DSm

limlimlimm A1 DS1 A2 DS2 ... Am DSm

である。このような計算は面積分とよばれ、それぞれ、

(11.21)S dS limlimlimm 1DS1 2DS2 ... mDSm

(11.22)S A dS limlimlimm A1 DS1 A2 DS2 ... Am DSm
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(11.23)S A dS limlimlimm A1 DS1 A2 DS2 ... Am DSm

と書かれる。普通、面積分は式(11.22)のことをさすが、式(11.21)

や式(11.23)も面積分の一種である。

　閉曲面上での面積分はそれぞれ、

S dS

SA dS

SA dS

と書かかれることもあり、単位法線ベクトルの方向は外向きと定め

られている。

　単位法線ベクトルは、式(6.8)で述べたように、

n i coscoscos n, x j coscoscos n, y k coscoscos n, z

と書くことができ、  であるから、式(11.22)は、dS ndS

S A dS S Axi Ayj Azk i coscoscos n, x j coscoscos n, y k coscoscos n, z dS

(11.24)S Ax coscoscos n, x Ay coscoscos n, y Az coscoscos n, z dS

と書くこともできる。

　極少平面の面積  の  平面への射影の面積  は、その面となdS x, y dxdy

す角  により変化する。(図11.3)n, z
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z

y

x
dxdy

dS

dS

 n

図11.3 　平面   の    平面への射影x,y

それらの間には、

dS coscoscos n, z dxdy

の関係があり、  面についても同様に、dydz, dzdx

dS coscoscos n, x dydz

dS coscoscos n, y dzdx

の関係があるから、これを式(11.24)に代入すれば、

S A dS S Ax
dydz
dS Ay

dzdx
dS Az

dxdy
dS dS

(11.25)S Axdydz Aydzdx Azdxdy

と書くこともできる。

　式(11.25)の物理的な意味は、曲面  を通るベクトル  の総量といS A

うことである。
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11.6 ガウスの発散定理

　閉曲面  で囲まれた領域を  とし、この領域  で連続な関数  
S v v r x, y, z

があり、この関数は、 　を持つものとする。簡単化のため
r x,y,z

z

に、閉曲面  は  軸に平行な直線と２点でしか交わらないと仮定し、S z

 を与えたときの閉曲面  との交点を  、大小関係を  とすx, y S z1, z2 z1 z2

れば、この関数  の領域  での３重積分は、
r x,y,z

z v

v
r x,y,z

z dv z1

z2 r x,y,z
z dzdxdy

Sxy r x, y, z2 r x,y, z1 dxdy

Sxy r x, y, z2 dxdy Sxy r x, y, z1 dxdy

である(図11.4)。

z

y

x

dxdy

図11.4 ガウスの発散定理

z

zn

n

S xy

1

2

1

2S

S

　曲面  上の極少曲面の面積を  、この面の  平面への射影の面積S dS x, y

を  とすれば、曲面  上の法線  と  軸とのなす角を用いれば、dxdy S n z
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曲面  と  の交点上において;S z2 dS coscoscos n, z dxdy

曲面  と  の交点上において;S z1 dS coscoscos n, z dxdy

の関係があるから、

v
r x,y,z

z dv S2
r x, y, z2 coscoscos n, z dS S1

r x, y, z1 coscoscos n, z dS

　　   ただし、  は曲面  と  が交わる面、S2 S z2

 は曲面  と  が交わる面S1 S z1

と書くことができる。  は  の値域であり、この式では、その積z1, z2 z

分領域が明示されているから、  は  と書くことができ、z1, z2 z

v
r x,y,z

z dv S2
r x, y, z coscoscos n, z dS S1

r x, y, z coscoscos n, z dS

である。この式の右辺は曲面  上での積分と  上での積分の和であS1 S2

るから、全曲面  上の積分を表す。したがって、S

v
r x,y,z

z dv S r x, y, z coscoscos n, z dS

となる。

　同様に、別の関数  を考えれば、p x, y, z , q x, y, z

v
p x,y,z

x dv S p x, y, z coscoscos n, x dS

v
q x,y,z

y dv S q x, y, z coscoscos n, y dS

が得られる。これらを辺々加えれば、
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v
p
x

q
y

r
z dv S p coscoscos n, x q coscoscos n, y r coscoscos n, z dS

が得られる。この公式は、ガウスの発散定理とよばれているもので

ある。

　この式を式(11.25)のような形に書けば、

v
p
x

q
y

r
z dv S pdydz qdzdx rdxdy

と書くこともできる。

　  がベクトル  の成分に等しく、  ,p, q, r A Axi Ayj Azk p Ax q Ay

 ,  とすれば、r Az

(11.26)v
Ax
x

Ay

y
Az
z dv S Axdydz Aydzdx Azdxdy

と書くことができる。この式の右辺は式(11.25)に等しいから、

(11.27)v divdivdiv Adv S A dS

ただし、divdivdiv A Ax
x

Ay

y
Az
z

と書くことができる。この式がガウスの発散定理のベクトル形式の

表現である。

11.7 ベクトルの発散

　一般にベクトル関数  とするとき、A Axi Ayj Azk

Ax
x

Ay

y
Az
z
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のことを  の発散といい、  で表す。これはスカラーである。A divdivdiv A

　  をハミルトン演算子  を用いて書けば、divdivdiv A

divdivdiv A A x i y j z k Axi Ayj Azk

(11.28)
Ax
x

Ay

y
Az
z

となる。式(11.27)を別の形に書けば、

(11.29)
divdivdiv A limlimlim

v 0
s A dS

v

となる。この方程式が発散の定義ということになる。

　ベクトル場において、発散が  でないところを涌点という。ベク0

トル場  の涌点を含む閉曲面を  とし、その面に囲まれた領域  に関A S v

する体積積分

v divdivdiv Adv

を涌点の強さという。ガウスの発散定理によれば、これは  上の面S

積分

S A dS

に等しい。この面積分は曲面  から外に出る流線の数を表しておS

り、この流線の数と涌点の強さは比例する。  は単位体積当たりdivdivdiv A

の涌点の強さであり、  が大きいほど、その周りの曲面  から外divdivdiv A S

に出る流線の数も大きくなり、  であれば、外に出る流線のdivdivdiv A 0

数もゼロである。このことは例えば水などの流体が涌き出ている場
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合、その水の速度ベクトルを  とすれば、  であり、涌き出てv divdivdiv v 0

いない場合は、  である。一般的に流れの発生や消滅のないdivdivdiv A 0

ところでは発散はゼロになる。

11.8 曲面の法線と方向余弦の関係

　曲面  の方程式が、  のとき、曲面  上の点  におけるS z f x, y S x, y, z

法線  と  軸との方向余弦との関係は、解析幾何学の知識によれn x, y, z

ば、

(11.30)
coscoscos n, x

f
x

1 f
x

2 f
y

2

coscoscos n, y
f
y

1 f
x

2 f
y

2

coscoscos n, z 1

1 f
x

2 f
y

2

と表すことができる。

　これらの式より、

(11.31)
f
x coscoscos n, z coscoscos n, x
f
y coscoscos n, z coscoscos n, y

と書くことができる。

11.9 平面におけるグリーンの定理

　閉曲線が  の平面領域  において連続な関数  があるとし、こc S p x, y

の関数は連続な導関数  を持っているとする。領域  の閉曲線  

p x,y
y S c
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が  軸と平行な直線と２点でしか交わらないと仮定し、  について領y y

域  についての２重積分をすれば、S

S
p x,y

y dS S
p
y dxdy a

b
y1

y2 p
y dydx

a
b p x, y2 p x, y1 dx a

b p x, y2 dx a
b p x, y1 dx

となる(図11.5)。

ba x

y

(2)

(1)

図11.5 グリーンの定理

c

y

y

1

2

この式の右辺は  から  までの線積分である。この式の右辺は、x a b

a
b p x, y2 dx b

a p x, y2 dx 2 p x, y dx

a
b p x, y1 dx 1 p x, y dx

であるから、

(11.32)S
p x,y

y dS 2 p x, y dx 1 p x, y dx c p x, y dx
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　同様に別の関数  について計算すれば、q x, y

(11.33)S
q x,y

x dS c q x, y dy

が得られる。式(11.32)と式(11.33)の符号が逆になっているのは、

線積分の方向を図のように時計と反対方向にとると、  軸に関してx

は、  がより小さい経路(1)において、  の増加方向と線積分の方向y x

が同じなのに対し、  軸では逆になっているからである。式(11.33)y

から式(11.32)を引けば、

(11.34)S
q
x

p
y dS c pdx qdy

が得られる。この式が平面におけるグリーンの定理である。

11.10 ストークスの定理

　閉曲線  を持つ任意の閉じていない曲面  にグリーンの定理を拡張c S

しよう。  軸に平行な直線が曲面  と１つの点でしか交わらないと仮z S

定し、曲面  の近傍で定義される連続な関数を  とし、連続なS p x, y, z

導関数  を持つとする。このとき、  の線積分、
p x,y,z

y p x, y, z

c p x, y, z dx

を考えよう。曲線  は曲面  の上にあり、この曲面の方程式をc S

 とすれば、関数  は、  と書くことができるかz f x, y p p x, y, f x, y

ら、
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c p x, y, z dx l p x, y, f x, y dx

である。ここで、  は曲線  の  平面への射影である。この式の右辺l c xy

は平面領域であるから、グリーンの定理を適用すると、式(11.32)

より、

(11.35)c p x, y, z dx Sxy

p x,y,z
y dSxy

である(図11.6)。

z

y

x

図11.6 ストークスの定理

z=f(x,y)n

S xy

S

l

c

ここで、  は曲面  の  平面への射影である。  の計算は、間Sxy S xy
p x,y,z

y

接関数の微分公式(11.4)より、

p x,y,z
y

p x,y,z
y

p x,y,z
z

f x,y
y

であるから、式(11.35)は、
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(11.36)c p x, y, z dx Sxy

p x,y,z
y

p x,y,z
z

f x,y
y dSxy

となる。  と  の間には、曲面の法線  と  軸とのなす角を用いdS dSxy n z

て、

dSxy coscoscos n, z dS

の関係があるから、式(11.36)の右辺は、

Sxy

p x,y,z
y

p x,y,z
z

f x,y
y dSxy

S
p
y coscoscos n, z p

z
f x,y

y coscoscos n, z dS

となる。さらにこの項は、式(11.31)より、

S
p
z coscoscos n, y p

y coscoscos n, z dS

となる。したがって、

(11.37)c p x, y, z dx S
p
z coscoscos n, y p

y coscoscos n, z dS

を得る。

　同様に、別の関数  に関して、q x, y, z , r x, y, z

c q x, y, z dy S
q
x coscoscos n, z q

z coscoscos n, x dS

c r x, y, z dz S
r
y coscoscos n, x r

x coscoscos n,y dS

を得ることができる。
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　得られた３つの式を加えれば、

c pdx qdy rdz S
r
y

q
z coscoscos n, x

(11.38)
p
z

r
x coscoscos n, y q

x
p
y coscoscos n, z dS

となる。この公式をストークスの定理という。

　  がベクトル  の成分に等しく、p, q, r A Axi Ayj Azk

, ,  とすれば、式(11.38)は、p Ax q Ay r Az

c Axdx Aydy Azdz S
Az
y

Ay
z coscoscos n, x

(11.39)
Ax
z

Az
x coscoscos n, y

Ay
x

Ax
y coscoscos n, z dS

と書くことができる。この式の左辺は式(11.18)の形式であるから

ベクトルの線積分で、

c Axdx Aydy Azdz c A ds

と書くことができ、式(11.39)の右辺は、式(11.24)の形式であるか

らベクトルの面積分で、

式(11.39)の右辺 S rotrotrot A dS

ただし、rotrotrot A Az
y

Ay
z i Ax

z
Az
x j

Ay
x

Ax
y k

と書くことができる。したがって、ストークスの定理のベクトルに

よる表現は、

(11.40)c A ds S rotrotrot A dS
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となる。

11.11 ベクトルの回転

　一般にベクトル関数  を  とするとき、A A Axi Ayj Azk

, ,
Az
y

Ay

z
Ax
z

Az
x

Ay

x
Ax
y

を成分とするベクトルを  の回転といい、  で表す。これはベクA rotrotrot A

トルである。すなわち、  を  座標を用いて表せば、rotrotrot A x, y, z

(11.41)rotrotrot A Az
y

Ay
z i Ax

z
Az
x j

Ay
x

Ax
y k

である。  は  と書かれることもある。また、ハミルトン演rotrotrot A curlcurlcurlcurl A

算子を用いて書けば、

(11.42)rotrotrot A x i y j z k Axi Ayj Azk A

とも書かれる。式(11.40)を別の形に書けば、

(11.43)
rotrotrot A limlimlim

S 0
c A ds

S

となる。この方程式が回転の定義である。

　ベクトル場において回転がゼロでないところは、渦があるとい

う。ベクトル場  において、  の発散である  は、A rotrotrot A divdivdiv rotrotrot A
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divdivdiv rotrotrot A x rotrotrot A x y rotrotrot A y z rotrotrot A z

x
Az
y

Ay
z y

Ax
z

Az
x z

Ay
x

Ax
y

2Az
x y

2Ay
x z

2Ax
y z

2Az
y x

2Ay
z x

2Ax
z y

0

となり、常にゼロになるから、  の流線は涌口がないもので、閉rotrotrot A

路を形成し、環状になる。

　渦のあるところに閉曲線  を周囲とする曲面  の上での面積分、c S

S rotrotrot A dS

は曲線  に囲まれた渦の強さといい、ストークスの定理によれば、  
c c

に関する線積分

c A ds

に等しい。式(11.43)からも明らかなように、  になるためにrotrotrot A 0

は、この線積分がゼロにならねばならない。逆に言えば、  
rotrotrot A 0

であるためには、この線積分がゼロであってはならない。１周回っ

た積分がゼロにならないためには、そのベクトル場は渦を持ってい

なければならない。

11.12 ベクトルの公式

　  を定数、  を定ベクトル、  をスカラー関数、  をベクトk C , A, B, D

ル関数とするとき、次の公式が成り立つ。
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(11.44)gradgradgradgrad k 0

(11.45)gradgradgradgrad k k gradgradgradgrad

(11.46)gradgradgradgrad gradgradgradgrad gradgradgradgrad

(11.47)gradgradgradgrad

(11.48)divdivdiv C 0

(11.49)divdivdiv kA k divdivdiv A

(11.50)divdivdiv A B divdivdiv A divdivdiv B

(11.51)divdivdiv A A A A

(11.52)rotrotrot C 0

(11.53)rotrotrot kA k rotrotrot A

(11.54)rotrotrot A B rotrotrot A rotrotrot B

(11.55)rotrotrot A A A A

(11.56)rotrotrot gradgradgradgrad 0

(11.57)divdivdiv rotrotrot A 0

(11.58)rotrotrot rotrotrot A A 2A

　また、次の定理も成り立つ。

　 　のとき、 (11.59)rotrotrot A 0

　となる  が存在する。A

　のとき、 (11.60)divdivdiv B 0

　となるベクトル  が存在する。B rotrotrot D D
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